组合数学中比较困难的波利亚定理应用最大的障碍是不理解所要解决的立体形状的具体信息。
下文详细列举了所有常见的形状和其详尽的信息。
From:http://blog.csdn.net/nickms/article/details/6076341

正四面体：阶12，顶点4个，面4个，棱6条，均为等边三角形
	转动群 
	顶点
	面
	棱
	个数

	不动
	(1)4
	(1)4
	(1)6
	1

	顶点-面心 ±120度
	(1)(3)
	(1)(3)
	(3)2
	8

	棱心-棱心 180度
	(2)2
	(2)2
	(1)2(2)2
	3


正六面体：阶24，顶点8个，面6个，棱12条，均为正方形
	转动群 
	顶点
	面
	棱
	个数

	不动
	(1)8
	(1)6
	(1)12
	1

	面心-面心, ±90度
	(4)2
	(1)2(4)
	(4)3
	6

	面心-面心，180度
	(2)4
	(1)2(2)2
	(2)6
	3

	棱心-棱心，180度
	(2)4
	(2)3
	(1)2(2)5
	6

	空间对角线±120度
	(3)2(1)2
	(3)2
	(3)4
	8


正八面体：阶24，顶点6个，面8个，棱12条，均为等边三角形
	转动群 
	顶点
	面
	棱
	个数

	不动
	(1)6
	(1)8
	(1)12
	1

	顶点-顶点 ±90度
	(1)2(4)
	(4)2
	(4)3
	6

	顶点-顶点 180度
	(1)2(2)2
	(2)4
	(2)6
	3

	棱心-棱心 180度
	(2)3
	(2)4
	(1)2(2)5
	6

	面心-面心 ±120度
	(3)2
	(3)2(1)2
	(3)4
	8


正十二面体：阶60 ，顶点20个，面12个，棱30条，均为正五边形
	转动群 
	顶点
	面
	棱
	个数

	不动
	(1)20
	(1)12
	(1)30
	1

	面心-面心±72,±144度
	(5)4
	(1)2(5)2
	(5)6 
	24


	棱心-棱心180度
	(2)10
	(2)6
	(1)2(2)14
	15

	顶点-顶点±120度
	(1)2(3)6
	(3)4
	(3)10
	20


正二十面体：阶60 ，顶点12个，面20个，棱30条，均为等边三角形
	转动群 
	顶点
	面
	棱
	个数

	不动
	(1)12
	(1)20 
	(1)30
	1

	顶点-顶点±72,±144度
	(1)2(5)2
	(5)4
	(5)6
	24

	棱心-棱心180度
	(2)6
	(2)10
	(1)2(2)14
	15

	面心-面心±120度
	(3)4
	(1)2(3)6
	(3)10
	20


足球：阶60，顶点60个，面32个，棱数90条，20个正六边形，12个正五边形
	转动群
	顶点
	面
	棱
	个数

	不动
	(1)60
	(1)32
	(1)90
	1

	五边形面心-五边形面心±72,±144度
	(5)12
	(1)2(5)6
	(5)18
	24

	六边形面心—六边形面心±120度
	(3)20
	(1)2(3)10
	(3)30
	20

	正六边形棱中-棱180度（这种棱有30条）
	(2)30
	(2)16
	(1)2(2)44
	15



类足球：阶24，顶点24个，面14个，棱数36条，8个正六边形，6个正方形(就是那种把正八面体的每个角切掉等大的一块得出的形状）
	转动群
	顶点
	面
	棱
	个数

	不动
	(1)24
	(1)14
	(1)36
	1

	正方形面心-正方形面心±90度
	(4)6
	(1)2(4)3
	(4)9
	6

	正方形面心-正方形面心180度
	(2)12
	(1)2(2)6
	(2)18
	3

	六边形面心—六边形面心±120度
	(3)8
	(1)2(3)4
	(3)12
	8

	正六边形棱中-棱180度（这种棱有12条）
	(2)12
	(2)7
	(1)2(2)17
	6


-----------------------------------------------------------------------------------------------------------

我通篇的理论都是专注于如何写出置换群的表格形式，比如正二十面体的“棱中对棱中翻转”的置换形式是(1)^2 (2)^14，一共有15个这样的置换。我认为只要能够轻松写出任意正多面体的任意一个转法的置换形式，大多数染色题目基本可以迎刃而解。需要注意的就是火柴问题，情况比染色复杂，可能需要额外做题，这个暂且不论。
From：http://blog.renren.com/share/227521810/4588940865

首先，给出一个重要的概念——底座。

底座，是指把多面体的一个顶点（称为尖顶）放到视角中心，从上往下俯视看到的第一层轮廓。面数较小的情况下，底座就是俯视图的最外围轮廓，但面数增多时就不一定了。总之，我们只讨论与尖顶有边相连的那个底座。

底座是原多面体的一个切面。每个底座都拥有中心的尖顶，以及从这个尖顶连结到底座各顶点的棱，以及底座的侧边。下面依次来看底座的形状：

（1）正四面体

[image: image1.jpg]



正四面体的底座就是它自己的一个底面，侧边就是它自己的三条边。属于“底座易见类”多面体。

（2）正六面体
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正六面体的底座是三条虚线的那三个顶点组成的正三角形，它的侧边实际上是三个等腰直角三角形。理解这两点需要一些想象能力。属于“底座难见类”多面体。

（3）正八面体

[image: image3.jpg]



正八面体的底座是图中的正方形，侧边是自己的四条边。属于“底座易见类”多面体。

（4）正十二面体
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正十二面体由一堆五边形组成，它的底座实际上也是一个正三角形，与正六面体不同的是，它的侧边实际上是切割五边形得到的三角形，这个三角形的顶角是120度。看到这一点也需要一些想象能力，它属于“底座难见类”多面体。

（5）正二十面体
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正二十面体看起来复杂，其实底座很容易看出，就是一个正五边形，并且由一个尖顶连接着各个顶点，像一个宫殿的顶部。底座的侧边就是正二十面体自己的五个侧面，都是正三角形。它属于“底座易见类”多面体。

本质上讲，对一个多面体的旋转，就是对它的各个底座的旋转。可以说，只要脑子里能想出底座的形状，你就可以说“完全”了解了对应的那个正多面体，即使你根本无法画出或想象出那个多面体的整体形状。

为什么这么说呢，因为正多面体有一个很好的性质，就是对称性。这个对称性在我们讨论旋转置换的时候，在做题的时候，对应的物理意义就是两个字：“信心”。你永远可以坚信，当这个底座发生旋转的时候，其他的点、面、棱也在按照相同的规律进行着旋转。
老师说过，旋转置换可以按照不同的对称轴分为四大类情况：不动、点对点、面对面、棱对棱。对底座易见类多面体来说，点对点的旋转最好理解，比如正四面体；对底座难见类多面体来说，面对面的旋转最好理解，如正六面体。下面分别讨论点对点、面对面、棱对棱旋转。

（1）点对点

了解底座之后，对称轴是点对点的情况就相当于在底座上印了一条高，绕着这条高来转。你会突然发现这想起来变得异常简单了，是不是？因为，点对点旋转有几种情况，完全取决于底座是几边形。如果是奇数边形，就直接有n-1种转法，如果是偶数边形，需要考虑是90度还是180度，因为这两种情况下循环个数不一样。

接下来的问题是如何写出具体的形如(1)^2 (3)^2 之类的置换形式，而且需要针对点染色、面染色、棱染色分别讨论。这就是本文的精髓所在了，根据对称性，我总结出一个置换大定理：
<1>: 任何情况下，有且仅有对称轴上的两个对象是不动的，其它的都动。
比如，点对点旋转时，只有两个不动点；轴对轴旋转时，只有两个不动轴；面对面旋转时，只有两个不动面。写成置换形式就是(1)^2。

<2>: 在不区分90度还是180度的情况下，有m种旋转方式时，点染色、面染色、棱染色均可以写成 (m+1)^k的形式。这里的k需要根据不同多面体的点、面、棱数决定，只要满足(m+1)乘以k等于那个数目即可。

因此，对点对点轴旋转，我们可以列表如下：（正四面体实际上是点对面，单独写 ）

旋转方向种类 点染色 面染色 棱染色

正六面体： 2 (1)^2 (3)^2 (3)^2 (3)^4

正十二面体： 2 (1)^2 (3)^6 (3)^4 (3)^10

正二十面体： 4 (1)^2 (5)^2 (5)^4 (5)^6

即使是需要区分90度还是180度的情况，对点染色、面染色、棱染色来说，每个分组的大小也是一样的：

旋转方向种类 点染色 面染色 棱染色

正八面体：90度 2 (1)^2 (4)^1 (4)^2 (4)^3

180度 1 (1)^2 (2)^2 (2)^4 (2)^6

（2）面对面

面对面的情况更简单。当点对点的时候，你还得考虑底座是什么样子，才能知道旋转方向种类m等于几。而面对面时，你只需要知道多面体的每个面是几边形就行了，因为在不需要区分90度还是180度的情况下，旋转种类m就等于边数减一。（五边形就是4种，三边形就是2种，49边形就是48种）至于多面体长什么样子，完全没必要知道，因为对称性给了我们使用“置换大定理”的充分信心。

旋转种类 点染色 面染色 棱染色

正八面体： 2 (3)^2 (1)^2 (3)^2 (3)^4 （面为三角形）

正十二面体： 4 (5)^4 (1)^2 (5)^2 (5)^6 （面为五边形）

正二十面体： 2 (3)^4 (1)^2 (3)^6 (3)^10 （面为三角形）

这是不是很简单啊。

即使是需要区分90度还是180度的情况，对点染色、面染色、棱染色来说，每个分组的大小也是一样的：

旋转方向种类 点染色 面染色 棱染色

正六面体：90度 2 (4)^2 (1)^2 (4)^1 (4)^3

180度 1 (2)^4 (1)^2 (2)^2 (2)^6

（3）棱对棱

棱对棱是最难想象的一种，但在我的理论中是最简单的一种，因为根据对称性给我们充分信心，棱对棱只有180度这一种情况，因此对所有多面体来说都只有1种旋转方向。根据置换大定理，所有多面体的棱对棱旋转都可以写成 (2)^x 的形式，只需要根据棱的数量更改x就可以了。当然，别忘了棱染色时有两个不动点(1)^2。

点染色 面染色 棱染色

正四面体： (2)^2 (2)^2 (1)^2 (2)^2

正六面体： (2)^4 (2)^3 (1)^2 (2)^5

正八面体： (2)^3 (2)^4 (1)^2 (2)^5

正十二面体：(2)^10 (2)^6 (1)^2 (2)^14

正二十面体：(2)^6 (2)^10 (1)^2 (2)^14

是不是已经感觉很弱智了？没错，这就是对称性和置换大定理给我们带来的的强大信心。

如果你能够自己写出上面的置换形式，这些多面体对你来说就没啥新意可言了。尽管你可能都画不出来这个多面体。

另外，还有一个小技巧，就是在检查置换种类总个数的时候，应该等于面数乘以每个面的边数。

按照 不动+点点+面面+棱棱 的顺序写出种类个数之和，如下表：

正四面体： 1+8+3 = 12种 = 4x3 （三角形）

正六面体： 1+8+(6+3)+6 = 24种 = 6x4 （四边形）

正八面体： 1+(6+3)+6+8 = 24种 = 8x3 （三角形）

正十二面体：1+20+24+15 = 60种 = 12x5 （五边形）

正二十面体：1+24+15+20= 60种 = 20x3 （三角形）

————————————————————————————————————

关于足球：

单拉出足球来是因为足球不满足对称性，它既有12个五边形又有20个六边形，比较复杂。但其实，它也没有想象中那么复杂。先看一下图像：

[image: image6.jpg]



可以看出，足球在本质上是由五边形组成的，它其实就是12个不相交的五边形组成的多面体，六边形实际上相当于是为了封闭而填充进来的面。下面按照置换大定理的思路讨论下足球：

（1）点对点

可以看到，点对点的连线在足球上特别不对称，因为底座的侧边有一个是黑的（五边形）两个是白的（六边形）。这怎么旋转呢？没法旋转。因此，点对点轴旋转在足球上不存在。

（2）面对面

这要分每个面是五边形还是六边形了。根据置换大定理，五边形就是五个一组（m=5-1，5-1+1=5），六边形似乎就是六个一组（m=6-1，6-1+1=6）。但可惜的是，六边形中有三条边在五边形上，三条边不在五边形上，要求置换时必须满足三条边内部互换。因此就只有两种旋转方式了，所以m=2，2+1=3个一组。

点染色 面染色 棱染色

五边形： (5)^12 (1)^2 (5)^6 (5)^18

六边形： (3)^20 (1)^2 (3)^10 (3)^30

（3）棱对棱

棱对棱虽然简单，但要注意的是只有不在五边形上的棱才具有对称性，否则转不了。因此90条棱中，只有90-12x5 = 30条棱可以转，也就是15个棱对棱轴。由于只有180度的旋转，根据置换大定理，仍然可以写成(2)^x 的形式。

点染色 面染色 棱染色

足球： (2)^30 (2)^16 (1)^2 (2)^44

同样，可以用上面提到的小技巧检查置换种类总个数，即应该等于面数乘以每个面的边数：

1+24+20+15 = 60种 = 12x5 （五边形）

这也说明，足球在本质上是由五边形组成的。

From：http://www.newsmth.net/pc/pccon.php?id=10001420&nid=286283
经常会有这样的题目，问有30根红火柴，30根绿火柴，30根兰火柴（火柴是有方向性的，一头是易燃物质，一头不是）搭一个足球，询问有多少种搭法。直接把这种题套用Polya定理是比较别扭的。那么怎么才能理解这类题的本质呢？这要从Burnside引理说起。

一般来讲，Burnside引理的形式是（X+X+X+……+X）/|G|，其中|G|为转动群的阶数。而每一个X，则对应某在一种置换中，置换前和置换后完全重合的不同方案的个数。这句话很拗口，但请注意两点，第一是“置换前和置换后必须重合”，第二是“能够表现出这样特征的不同方案的数目”。用循环转动群来表示的话就是，对于每一个置换都可以得到类似于(N)(NN)(NNNN)(N) 的置换群，Burnside引理的X要的是其中有多少个括号，其内部只包含一个N。（注意，这里的N表示一种着色方案，而不是方案数，请仔细区分方案和方案数）。举个实例的话，例如对于一个田字格进行黑白二着色。对于全黑和全白的着色方案，不管是不动，转90度，180度还是270度都和不转制前重合 。于是它们在每一个旋转里都会被计数。而对于那种左上和右下是黑，右上和左下是白的着色方案，只有在180度的时候才与不转之前重合。也只有在180度的旋转中会被计数。

但是Burnside引理的通用做法是遍历所有的方案，并寻找那些置换前后重合的方案，对其计数。但这太没有效率了，对一个正12面体进行3着色，不考虑重复的话，方案数达到了312次方。这是不可能一一遍历的。实际上，我们只关心有多少个这样的方案，既不想遍历，也不想知道符合条件的方案是什么样的。我们只想计数而已。这就是Polya定理出现的原因。它是针对“对称多面体”（包括正多面体和足球之类的凸多面体）的着色问题来计算Burnside引理中的每个X是多少的。其形式是CMY,其中C是当前旋转有多少个，如果要转正负90度，并且这样的轴有4个的话，那么C就是8。M是着色数。Y是循环群的段数。如果对一个正方体二着色，面心-面心旋转180度的循环群是（1）2（2）2的话，那么MY就是24。

对正多面体着色一大特点是着色没有方向性，因此旋转前一个面是红色，而旋转之后这个面还是红色，就说这个面在置换前后重合。但如果面上是肖像就不一样了，就算旋转前后一个面都是肖像，还得考虑这个肖像在旋转前后方向是不是一致。只有一致才能说是重合。

因此，对于这一类型的题，有如下的步骤：

1. 搞清楚要算的多面体有哪些可以旋转的方案

2. 对于某一种旋转的方案，是否可能存在旋转前后重合的现象。如果没有，就不用继续了，这一旋转对应的X值是0。还原到置换群的表示法，就意味着没有一个表示循环的括号里仅仅有一个元素，如(NNNN)(NNNN)(NN)。例如对于有方向的火柴，如果进行棱心-棱心180度旋转，就绝对不可能有重合的情况。一个火柴头转到尾部无论如何也不会重合。同理，对于肖像（非对称的那种），进行面心-面心的旋转，也是不可能重合的。这时方案数一律为0。

3. 如果可能存在重合的方案，就去设想那种方案。并用排列组合把那个数算出来。例如，针对足球六边形面心-面心旋转120度或者240度。如果有30根红火柴，30根绿火柴，30根兰火柴的话，必然首先要把火柴合理的分配才有可能旋转后重合。对于这种旋转，棱是3个3个一组进行交替的。因此90个棱可以分30组，而这30组里只有10组是红，10组是绿，10组是兰才有可能重合。（具体哪个组是什么颜色是无所谓的）那么分配颜色的时候就用C(30,10)*C(20,10)*C(10,10)可以得到这种情况的数目。再考虑每一组火柴的方向必须一致，但无所谓到底怎么一致，所以再乘上230。最后考略这样的旋转有20个。最后可以得到这项20*C(30,10)*C(20,10)*C(10,10)*230。 如果考虑有1根红火柴，29根绿火柴，其余均是兰火柴。那么在这种旋转下无论如何也不能和3个一组匹配，于是方案数是0。如果火柴都是一个颜色的，那么三个三个一组，每组都可以有一个方向，则方案数就是20*230。可以看到这时和把火柴看成二着色的棱进行Polya定理列的式子是完全等价的。（那时，棱的转动信息是(3)30，共有30段，每段2着色,根据CMY可得结果）。

因此，可以得到如下的结论：

1. 有方向的元素对于自身的旋转，其方案数往往是0。例如肖像以面心-面心为轴旋转；火柴以棱心-棱心为轴进行旋转。

2. 当题目制定了资源，需要进行分配时，如果资源数和旋转带来的分组数不是整倍数的关系，那么方案也必然为0。如上面1根红火柴，29根绿火柴，其余均是兰火柴的情况。

3. 如果题目规定了资源的不同种类和详细数目，而又有可能重合的分配方式，那么结果将是类似于几个组合数的乘积（表示如何分配资源）。

4. 如果题目没有规定资源的详细数目，仅仅说了种类。而又可能有重合的分配方式，则和Polya定理完全等价。

